Planche n° 4. Réduction. Corrigé

Exercice n° 1
1T 11

lére solution. A =2] —IzouJ=| 1 1 1 |.Ona]J?=3] et plus généralement Yk € N*, Jk = 3k=17,
1T 11

Soit n € N*. Puisque les matrices 2] et —I commutent, la formule du binéme de NEWTON permet d’écrire

=@t = 1 3 () @ = P <Z (1) (—n“k) j

k=1

n 1 = (n - 1 n n
= (1) 13+§<; (1) k)]—( s+ 5 (61" — (1))
(5ﬂ+z(—1)n 5h— (—1) 5t — (=) )

5" — (=)™ 5™ 42(—=1)™ 5t — (=)™
5 — (=)™ S5 —(—=1)™ 5S4 2(—1)"

1
3
ce qui reste vrai quand n = 0.

Soit de nouveau n € N*.

(1) 5 — (1)) x ((<1) s 4 5(57" — (=1) ™))
=T34 5 (5) — 14 (=5) " = N+ 21— (5] — (-5) " 4 1)
I (5) T+ (5) N = 1)) 21— (5) — (5) "+ ) = I,

1 54 2(-1)™ 5 — (1) 5 —(-1)™
A= 3 5Mm— (=1 54 2(-1) " 5 —(=1)" |].
5Mm—(=1)™ 5 M—(=1)" 5 M42(-1)™
Finalement
5+ 2(—1)™ 5t — (=1 5"t —(-1)"
ynez, A" =< 5" — (=)™ 5n42(—=1)™ 5M— (=)™
5 —(—=1)™ 5™ — (=)™ 54 2(—1)"
2éme solution. Puisque rg(A+1) = 1, dim(Ker(A+1)) = 2 et —1 est valeur propre de A d’ordre au moins 2. La troisiéme

valeur propre A est fournie par la trace : A—1—1 =3 et donc A = 5. Par suite, xo = (X+1)2(X —=5). On note que 0 n’est
pas valeur propre de A et donc A est inversible.

X 1 1
De plus, | y cE 1 & x+y+2z=0et donc E_; = Vect(er,ez) oue; = | —1 et ey = 0 .
z 0 —1
X
De méme, y €ebs & x=y=zet E5s = Vect(e3) ot e3 = 1
z 1
On pose P = ( et D = diag(—1,—1,5) et on a A = PDP~'.
Calcul de P~'. Soit (i,j, k) la base canonique de R3.
.1
i= §(€1+€2+€3)
e1 =1—j j=1—¢eg ]
e2=1—-k &4 k=i—e2 &4 j= 5( 2e1 +ex +e3)
e3=1+j+k e3=i+i—e+i—ey !
k= 5(61—2624-63)
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1
et donc P~ = % 1 1 =2 ].Soit alorsn € Z.
1

1 1 1 1 (=™ 0 0 1T =2 1
PD"P~ ' = - UL 0o (=™ o0 T 1 =2
0o -1 1 0 0 5™ 1 1 1
1 (=™ (=)™ 5™ 1 =2 1 1 5" 4+2(—1)™ 5t —(=1)™ 5™ —(=-1)"
=3 —(=1" 0 5m T 1 =2 |= 3 5 — (=1)™ 5™ 42(—=1)™ 5M— (=" ,
0 —(=1m™ 5" 1 1 1 5" — (=1)™ 5™ —(=1)™ 5" 42(—1)"
et on retrouve le résultat obtenu plus haut, le calcul ayant été mené directement avec n entier relatif.

3éme solution. Soit n € N*. La division euclidienne de X™ par xa fournit trois réels a,, bn et cn et un polynéme Q
tels que X™ = xAQ + anX? + b X + cn. En prenant les valeurs des deux membres en 5, puis la valeur des deux membres
ainsi que de leurs dérivées en —1 | on obtient

l(5”+ (en—1)(—1™)

an =

25an + 5bn + cn = 5™ by = 2an —n(—1)" 3]6
an—bn+cn = (1" 35an +cp =5M(=1)"+5" &< ¢, = %(5“ + (—30n +35)(—1)™)
—2an + by =n(=1)""! —apF+Cn=—Mn-"1(=N" ]
n==—(2 n —24n —2)(—-1)"™
b 36( x 5™ + (=24n —2)(—1)™)
Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON fournit alors
A“:%((S“—&-(&n—])(—]) JAZ 425" — (12n+ D(=1)™MA 4+ (5™ + (— —30n + 35)(—1)™)13)
1 9 8 1 2 2
=3 G "+ (En—-1)=1")| 8 9 —(M2n+DH(=1™) [ 2 1 2
8§ 8 2 2 1

[ 12X5MH24(=1)" 12x5M —12(=1)"
=— [ 12x5m—12(-=1)" 12x5™+ 1) 12 % 5™ —12(=1)"
12 x 5™ —12(=1)" 12 x 5™ — D™ 12 % 5™ 4 24(—1)"

1(5n+z(—1)n 5" — (=)™ 5t — (=)™ )

8
8
9
00
+(5™ 4 (=30 +35)(—1)™) 1 0

1
12(— 12 x 5™ —12(—1)"
24(—

12(—

5" — (=1)™ 5™ 4 2(—=1)™ 5t — (="

5 — (=)™ 5™ —(—=1)™ 5h42(—1)™

On retrouve encore une fois le méme résultat mais pour n € N* uniquement.
Exercice n° 2

Soit X € .#3(R). Si X2 = A alors AX = X3 = XA et donc X et A commutent.

A admet trois valeurs propres réelles et simples a savoir 1, 3 et 4. Donc A est diagonalisable dans R et les sous espaces
propres de A sont des droites. X commute avec A et donc laisse stable les trois droites propres de A.

Ainsi une base de .31 (R) formée de vecteurs propres de A est également une base de vecteurs propres de X ou encore, si
P est une matrice réelle inversible telle que P~' AP soit la matrice diagonale Dy = diag(3,4,1) alors pour la méme matrice
P, P~'XP est une matrice diagonale D. De plus

X2 =A & PD?P ! =PDoP ! & D? =Dy & D = diag(+V/3,+2,+1)

2 00 1/2 0 0
ce qui fournit huit solutions deux & opposées. On peut prendreP=| —16 1 0 | puisP~! = 8 1 0 |.Dou
5 01 0 1

les solutions
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2 00 V3er 0 0 1/2 0 0 2V/3¢4 0 0 1/2 0 0
—16 1 0 0 2 0 8 1 0 |=| —16V3¢7 262 0 8 1 0
5 0 1 0 0 & —5/2 0 1 5v/3¢; 0 &3 —5/2 0 1

\/§£1 0 0
—8\/§£1 +16ex 2¢2 O .
5(\/?8] — 83)/2 0 €3

ou (51)£2) £3) € {_]) ]}3

Exercice n° 3
X-3 -1 0

1) xa = 4 X+1 0 =(X+2)((X=3)X+1)+4)=(X+2)(X2 =2X+1) = (X+2)(X—1)2.
—4 -8 X+2
A diagonalisable = dim(Ker(A — 1)) =2 = rg(A —I) = 1 ce qui n’est pas . Donc A n’est pas diagonalisable. De plus,
0 1
E_ 5 = Vect(e;)oue; =1 0 et E; = Vect(ez) ot ex = -2
1 —4
2 1 0 2 1 0 0 0 0
2) (A-D?2=[ -4 -2 0 —4 -2 0 = 0 0 0 | et donc Ker(A —1)? est le plan d’équation
4 8 =3 4 8 =3 —36 —-36 ¢
4x+4y —z=0.

3) On note f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est A. Le théoréme de CAYLEY-
HAMILTON et le théoréme de décomposition des noyaux permettent d’affirmer

M3.1(R) = Ker(A + 21) @ Ker(A — 1)2.

De plus, chacun des sous-espaces Ker(A +21) et Ker(A —I)? étant stables par f, la matrice de f dans toute base adaptée a
cette décomposition est diagonale par blocs. Enfin, Ker(A —1I) est une droite vectorielle contenue dans le plan Ker(A —1I)?
et en choisissant une base de Ker(A —I)2 dont 'un des deux vecteurs est dans Ker(A — I), la matrice de f aura la forme
voulue.

0 1 1 0 1 1
On a déja choisi e; = 0 et ex = —2 puis on prend ez = —1 |. On note P = 0 —2 —1 |.Pest
1 —4 0 1 -4 0
—4 —4 1 -2 0 0
inversible d’inverse P~! = —1 —1 0 |. On peut déja affirmer que P~TAP est de la forme 0 1 x |.Plus
2 1 0 0 0 1
précisément

3 1 0 1 1 1
Aes—e3s=| —4 -1 0 -1 -1 -1 =| =2 | =e
4 8 -2 0 0 —4

et donc Aesz = e, + e3 puis

A=PTP T ouP= -1 0 |etT=

0

4) Soit n € N. Posons T =D + N ott D = diag(—2,1,1) et N =E, 3. On a ND = DN et N2 = 0. Puisque les matrices D
et N commutent, la formule du bindéme de NEWTON permet d’écrire

T =D™ +nD"™ 'N = diag((—2)™, 1, 1) + ndiag((—2)™ ", 1, 1)E, 3 = diag((—2)™,1,1) + nky 3
(=2 0 0
= 0 1T n
0 0 1

Puis
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0o 1 1 (=2) 0 0 —4 —4 1
AT =PT"P = 0 -2 —1 0 T n -1 =1 0
1 -4 0 0 0 1 2 1 0
0 1 n+1 —4 —4 1 n+1 n 0
= 0 -2 —2n-—1 -1 -1 0 | = —4n —2n+1 0
(=2) —4  —4n 2 1 0 —4(=2)"—8n 44 —4(=2)"—4n+4 (=)™

n
—2n+1

—4(—2)" —4dn+4

Exercice n° 4

Soit P un élément de Ry, [X]. f(P) est un polyndome de degré inférieur ou égal & 2n+ 1 et de plus, si a est le coefficient de
X?" dans P, le coefficient de X?™*! dans f(P) est 2na — 2na = 0. Donc f(P) est un élément de Ry, [X]. La linéarité de f
étant claire,  est bien un endomorphisme de Ry, [X].

Cherchons maintenant P polynome non nul et A réel tels que f(P) = AP ce qui équivaut a

P_’ _2nX+A 1 /2n+A n 2n—A
P X2—-1 2\X-1 X+1 )
/!
En identifiant & la décomposition en éléments simples classique de 7 (& savoir si P = K(X — z1)%*" ... (X — z)** avec
/ k i

K #£ 0 et les z; deux a deux distincts, alors 7= ), on voit que nécessairement P ne peut admettre pour racines

i=1

X — Zi
1
dans C que —1 et 1 et d’autre part que P est de degré Z(Zn +A+2n—A) = 2n. P est donc nécessairement de la forme
P = aPy avec a € R* et P = (X — 1)*(X + 1)K avec k € [0,2n].

Réciproquement, chaque Py est non nul et vérifie

Pe X—1' X112

P.k In—k 1 n+(2k—2n) 2n—(2k—2n)
X—1 X+1 '

Done, pour chaque k € [0,2n], Py est vecteur propre de f associé a la valeur propre Ay = 2(k —n).
Alnsi, f admet 2n + 1 valeurs propres, nécessairement simples car dim (R [X]) = 2n + 1). f est donc diagonalisable et les
sous espaces propres de f sont les droites Vect(Py), 0 < k < 2n.

Exercice n° 5
Soit P = aX3 + bX2 + cX + d € R3[X]
AP—(X*=X)P = (X—1)P = aX*+(b—a)X3+(c—b)X?*+(d—c)X—d = a(X* = X)+(b—a) X3+ (c—b)X?*+ (a+d—c)X—d.

et donc AP = (X*=X)(P+a)+(b—a)X3+(c—b)X?*+(a+d—c)X—d et donc f(P) = (b—a)X3+(c—b)X?+(a+d—c)X—d.
Par suite, f est un endomorphisme de E et la matrice de f dans la base canonique (1,X,X?,X3) de E est

10 0 0

11 0

A=l o 1 -1 o0

o 0 1 -1

puis
>(—+11 x?n 8 —01 X+1 0 -l
XA = “(X+1)| =1 X410
0 -1 X+1 0 AN
0 0 -1 X+T

=(X+D((X4+1)P=1)=X(X+1)(X*> +3X+3).
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A admet quatre valeurs propres simples dans C, deux réelles 0 et -1 et deux non réelles —1 +j et —1 +j2. x¢ n’est pas
scindé sur R et donc f n’est pas diagonalisable.

eSoit PEE.PecKerf & b—a=c—b=a+d-c=—-d=0&a=b=cetd=0. Kerf = Vect(X> + X? + X).
e Soit PEE.PeKer(f+Ild)&@b=c=a+d=0&b=c=0etd=—a. Ker(f+1d) = Vect(X3 —1).
e rg(f) = 3 et immédiatement Imf = Vect(X — 1,X2 — X, X3 — X?2).

Si K = C, on peut continuer :
PcKer(f+(1—-j)ld)&@b—ja=c—jb=a+d—jc=—jd=0&b =ja, c=j%?aetd=0.
Donc Ker(f + (1 —3j)Id) = Vect(X3 +jX? +j2X) et en conjuguant Ker(f + (1 —j2)Id) = Vect(X3 +3j2X? +jX).

Remarque. B = X(X—1)(X—j)(X—j?) et on a trouvé pour base de vecteurs propres les quatre polynémes de LAGRANGE
X3 —1=(X=1)(X—=3j)(X—=j?) puis X3 + X2 + X = X(X —3j)(X —j?) puis X3 +jX? +j2X = X(X — 1)(X —j?) et enfin
X3 4+52X2 +iX = X(X—1)(X—j). C’est une généralité. On peut montrer que si E = C[X] et si B an+1 racines deux a deux
distinctes dans C alors f est diagonalisable et une base de vecteurs propres est fournie par les polynémes de LAGRANGE
associés aux racines de B et ceci pour un polyndéme A quelconque.

Exercice n° 6
Si p = q, le résultat est connu : XA = XBA-

. . . . A
Supposons par exemple p < ¢. On se raméne au cas de matrices carrées en complétant. Soient A’ = ( > et

Oq_pvq
B'=(B 0q,q-p )- A’ et B/ sont des matrices carrées de format ¢ et A’B’ et B’A’ ont méme polynome caractéristique.
Un calcul par blocs donne B’A’ = BA et A’'B’ = ( A ) (B 0Oqq-p )= ( OAB Op.a—p )

Oquvq q9-—pr,pP Oquyqu
Donc xgpa = X97Pxap ou encore, avec une écriture plus symétrique, XPxpa = X9xap ce qui vrai dans tous les cas.

VA € My q(K), VB € M4p(K), XPxpa = XIxAB.

Exercice n° 7

Si u est inversible,

det(u+v) = detu & detu x det(Id +u'v) = detu & det(Id+u""v) = 1.

1 1 1

u et v commutent et donc u™' et v également car uv = vu = uuwu ! = ulvuu! = vu! = u v, Mais alors,
puisque v est nilpotent, 'endomorphisme w = u~'v I'est également car (u™'v)P = u=PvP).

Il reste donc & calculer det(Id +w) ot w est un endomorphisme nilpotent. On remarque que det(Id+w) = (—1)"x,(—1).
Il est connu que 0 est 'unique valeur propre d’un endomorphisme nilpotent et donc x,, = X™ puis

det(Id +w) = (=) (=1) = (=) (=)™ = 1.

Le résultat est donc démontré dans le cas ot u est inversible. Si u n’est pas inversible, u + xId est inversible sauf pour
un nombre fini de valeurs de x et commute toujours avec v. Donc, pour tout x sauf peut-étre pour un nombre fini,
det(u + xId + v) = det(u + xId). Ces deux polynoémes coincident en une infinité de valeurs de x et sont donc égaux. Ils
prennent en particulier la méme valeur en 0 ce qui refournit det(u +v) = detu.

Exercice n° 8

e Si A est nilpotente, pour tout k € [1,n], A¥ est nilpotente et donc 0 est I'unique valeur propre dans C de A¥. Par suite,
vk € [1,n], Tr(A*) =0.
e Réciproquement , supposons que Yk € [1,n], Tr(A¥) = 0 et montrons alors que toutes les valeurs propres de A dans C
sont nulles. Ceci montrera que le polyndéme caractéristique de A est X™ et donc que A est nilpotente d’apres le théoréme
de CAYLEY-HAMILTON.

Soient Aq,..., Ay les n valeurs propres (distinctes ou confondues) de A dans C. Pour k € [1,n], on pose Sk = A +... +AK.

Il s’agit de montrer que : (Vk € [1,n], Sx =0) = (Vj € [1,n], A; =0).

Les Sx, 1 < k < n, sont tous nuls et par combinaisons linéaires de ces égalités, on en déduit que pour tout polynéme P de

degré inférieur ou égal & n et s’annulant en 0, on a P(Ay) =0 (1). Il s’agit alors de bien choisir le polynome P.

Soit 1 € [1,n]. Soient wr,..., up les valeurs propres deux a deux distinctes de A (1 <p <n). On prend P =X H(X — 1)
j#L

sip>2etP=Xsip=1.P est bien un polynéome de degré inférieur ou égal & n et s’annule en 0. L’égalité P(pui) = 0

fournit py =0 ce qu’il fallait démontrer.
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Exercice n° 9

Soit k € N*.
g — gfk = fkg — T gf + f* Tgf — f*2gf2 4+ f*2gf2 — ... — fgf* T 4+ fgf<! — gf*
k—1 ) ) ) ) k—1 ) ) k—1 ) )
— (fkflgfl _ fkflf] gfl+1 ) — Z fkflf] (fg _ gf)fl — Z fkflf] ffl
i=0 i=0 i=0
= kfk.
Ainsi,

si fg — gf =f, alors Yk € N, fkg — gfk = kf* ().

lére solution. Soit ¢ : Z(E) — Z(E) . ¢ est un endomorphisme de .Z(E) et Yk € N*, @(f¥) = kf*. Si, pour
h — hg—gh

k € N* donné, f¥ n’est pas nul, f* est valeur propre de @ associé a la valeur propre k. Par suite, si aucun des f* n’est nul,

@ admet une infinité de valeurs propres deux a deux distinctes. Ceci est impossible car dim(.Z(E)) < +oo. Dong, f est

nilpotent.

2éme solution. Les égalités (*) peuvent s’écrire P(f)g — gP(f) = fP/(f), (), quand P est un polynéme de la forme X¥,
k € N. Par linéarité, les égalités (*x) sont vraies pour tout polynoéme P.
En particulier, I’égalité (xx) est vraie quand P est Qs le polynéme minimal de f et donc

fQ¢(f) = Q¢(f)g — gQ¢(f) = 0.

Le polynome XQ} est donc un polynéme annulateur de f et on en déduit que le polynéme Qy divise le polynoéme XQj.
Plus précisément, si p € N* est le degré de Qy, les polynoémes pQ¢ et XQ; ayant mémes degrés et mémes coefficients
dominants, on en déduit que pQ¢ = XQf ou encore que

Qi _p

Qr X

!

Par identification & la décomposition en éléments simples usuelles de %, on en déduit que Q¢ = XP. En particulier, f° = 0
f
et encore une fois f est nilpotent.

Exercice n° 10

ler cas. Supposons « = 3 = 0 et donc uv = vu. Puisque E est un C-espace de dimension finie non nulle, u admet au
moins une valeur propre que 1’on note A. Le sous-espace propre Ej correspondant n’est pas réduit a {0}, est stable par u
et d’autre part stable par v car u et v commutent. On note u’ et v’ les restrictions de u et v au sous-espace Ex. u’ et v/
sont des endomorphismes de Ex. De nouveau, Ej est un C-espace de dimension finie non nulle et donc v/ admet au moins
un vecteur propre xo. Par construction, x¢ est un vecteur propre commun a u et v.

2éme cas. Supposons par exemple « # 0.

1 1
w—vu=oau+ uw & (o + Bv)o&v—&vo(ocu—k Bv) = au+ PBv
1
(:)fg—gfzfenposantfzocu—i—[S\;etg:&v_

On va chercher un vecteur propre commun a u et v dans le noyau de f. Montrons tout d’abord que Kerf n’est pas nul (on
sait montrer que f est en fait nilpotent (n°9) mais on peut montrer directement une propriété un peu moins forte).

Si f est inversible, I'égalité fg — gf = f fournit (g + Id) of =fo g et donc g+ Id = fogo f~'. Par suite, g et g+ Id ont
méme polyndme caractéristique ou encore, si A est valeur propre de g alors A+ 1 est encore valeur propre de g. Mais alors
A+ 2, A+ 3... sont aussi valeurs propres de g et g a une infinité de valeurs propres deux a deux distinctes. Ceci est exclu
et donc Kerf n’est pas réduit a {0}.

Maintenant, si x est un vecteur de Kerf, on a f(g(x)) = g(f(x)) +f(x) = 0 et g(x) est dans Kerf. Donc g laisse Kerf stable
et sa restriction a Kerf est un endomorphisme de Kerf qui admet au moins une valeur propre et donc au moins un vecteur
propre. Ce vecteur est bien un vecteur propre commun a f et g.

Enfin si x est vecteur propre commun a f et g alors x est vecteur propre de v = lg et de u = l (f —Bv). x est un vecteur
propre commun a u et v. * *
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Exercice n° 11

1) e E contient I, et est inclus dans GL,(R).
e Si A et B sont dans E alors AB est a coefficients entiers et det(AB) = detA x detB = 1. Donc AB est dans E.

1

e Si A est dans E, det(A~') =1 et en particulier A~ = 3 tAtcom(A) est a coefficients entiers. On en déduit que A~
e

est dans E.

Finalement

E est un sous-groupe de GL;(R).

2) Soit A un élément de E tel qu’il existe un entier naturel non nul p tel que AP = I,.

A est diagonalisable dans C car annule le polynéme & racines simples XP — 1.

A admet deux valeurs propres distinctes ou confondues qui sont des racines p-émes de 1 dans C et puisque A est réelle,
on obtient les cas suivants :

ler cas. Si SpA = (1,1), puisque A est diagonalisable, A est semblable & I, et par suite A = I,. Dans ce cas, A'? = 1,.
2éme cas. Si SpA = (—1,—1), A=—L, et A'> =1,.
3éme cas. Si SpA = (1,—1) alors A est semblable a diag(1,—1) et donc A2 = I, puis encore une fois A'? = I.
4éme cas. Si SpA = (!9, e719). Dans ce cas TrA = 2cos 0 est un entier ce qui impose 2cos0 € {—2,—1,0,1,2}. Les cas
cos0 =1 et cos® = —1 ont déja été étudié.

e Sicos® =0, SpA = (i,—i) et A est semblable a diag(i, —i). Donc A* =1, puis A'> = 1,.

1
e SicosO = :l:z, SpA = (j,j?) ou SpA = (—j, —j?). Dans le premier cas, A> = I, et dans le deuxiéme A® = 1I,.
Dans tous les cas A2 = 1.
Exercice n° 12

On montre le résultat par récurrence sur n € N* le format de A.

e C’est clair pour n = 1.

e Soit n > 1. Supposons que toute matrice de format n et de trace nulle soit semblable & une matrice de diagonale nulle.
Soient A une matrice carrée de format n+ 1 et de trace nulle puis f I’endomorphisme de K™*! de matrice A dans la base
canonique (€7, ...,en 1) de K",

Si f est une homothétie de rapport noté k, alors 0 = Tr(f) = k(n + 1) et donc k = 0 puis f = 0 puis A = 0. Dans ce cas,
A est effectivement semblable & une matrice de diagonale nulle.

Sinon f n’est pas une homothétie et on sait qu’il existe un vecteur u de E tel que la famille (u, f(u)) soit libre (voir exercice
n° 25, planche 1). On compléte la famille libre (u,f(u)) en une base de E. Le coefficient ligne 1, colonne 1, de la matrice
0 x ... oo X
1
0
de f dans cette base est nul. Plus précisément, A est semblable & une matrice de la forme A

0
Puis TrA’ = TrA = 0 et par hypothése de récurrence, A’ est semblable & une matrice A7 de diagonale nulle ou encore il
existe A matrice carrée de format n et de diagonale nulle et Q € GL,,(K) telle que Q" TA'Q = A;.

10 ... 0
0
Mais alors, si on pose P = ) 0 , P est inversible car det(P) =1 x det(Q) # 0 et un calcul par blocs montre
0
0 x X
1 0 0 X
que P71 = . puis que P~TAP = est de diagonale nulle.
: Q71 A]
0 z
X
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Exercice n° 13

A 4A> _det<_3A 4A

detl\/l—det(A A 0 A

(—3)™(detA)?.

> (Vk € [1,n], Ly « Lx — Ly4x) et donc detM = det(A)det(—3A) =

detM = (=3)™(detA)?.
L’idée de I’étude de M qui suit vient de I’étude de la matrice de format 2, B = } Z]l .

Une diagonalisation rapide améne a B = ( _]2 % ) X ( _O] g ) X % ( _]] 5 ) Soit alors P la matrice de format 2n

_ 1/ —
définie par blocs par P = 2n 2In . Un calcul par blocs montre que P est inversible et que P71 = — I 2In
In I 4 I. 21,
puis que
b LT 2w (A AN (2w 2An N 1A 2A N[ -2y 2An )\ _ (A 0
4 I, 21, A A In I 4\ 3A 6A I I 0 3A )
—A 0 . . R R e
On pose N = 0 3A J Puisque les matrices M et N sont semblables, M et N ont méme polyndéme caractéristique

et de plus M est diagonalisable si et seulement si N ’est.

Un calcul par blocs fournit xp = XA X X3a. Donc, si Sp(A) = (?\i)1<i<n, alors Sp(M) = (_)‘1)1@@1 U (3?\1)]<i<n.

X .
Cherchons les vecteurs propres Z de N sous la forme Z = ( Y ) ou X et Y sont des vecteurs colonnes de format n. Soit

AeC.

Z
N
Il
>
N
T
VRS
|
e >
w
p
N——
VRS
< X

>:)\< é ) & AX = AX et 3AY = AY.

Par suite

A
Z est vecteur propre de N associé aA & (X £0ouY #0) et (X € Ker(A+Al) et Y € Ker (A — §I> ).

Une discussion suivant A s’en suit :

A
ler cas. Si —A et = ne sont pas valeurs propres de A alors A n’est pas valeur propre de M.

3

A
2éme cas. Si —A est dans SpA et — n’y est pas, alors A est valeur propre de M. Le sous-espace propre associé est ’ensemble

des P ( >(§ ) = < _>2(X ) ou X décrit Ker(A + AI). La dimension de Ej est alors dim(Ker(A + AI)).

A
3éme cas. Si —A n’est pas dans SpA et = y est, alors A est valeur propre de M. Le sous-espace propre associé est ’ensemble

des P ( 3 > = ( ZJ ) ou Y décrit Ker (A — gl) La dimension de Ej est alors dim <Ker (A - %I>)

A
4éme cas. Si —A est dans SpA et — aussi, alors A est valeur propre de M. Le sous-espace propre associé est ’ensemble des

Y X+Y

Al)) + dim (Ker <A— %I))

Dans tous les cas, dim(Ex(M)) = dim(E_x(A)) +dim(E,,3(A)) (et en particulier dim(KerM) = 2dim(KerA)). Comme les

_ A
P ( X > = ( 2X +2Y ) ou X décrit Ker(A +AI) et Y décrit Ker (A — §I) La dimension de Ej est alors dim(Ker(A +

A
applications A — —A et A — = sont des bijections de C sur lui-méme,

3
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A est diagonalisable & Z dim(Ex(A)) =n

AeC

& Y dim(Ex(A)) + ) dim(Er(A)) =2n
AeC AeC

& Y dim(E_A(A)) + ) dim(Ey/3(A)) =2n
AeC AeC

& M est diagonalisable.

Exercice n° 14

X —-b ... —b X+x —-b+x —b+x
XA = 4 st f(x) = Tatx

c . . —b : —b+x

—a ... —a X —a+x —a+x X+x

f est un polynome en x. Par n linéarité du déterminant, f(x) est somme de 2™ déterminants dont 2™ — (n + 1) sont nuls
car contiennent deux colonnes de x. Les déterminants restant contiennent au plus une colonne de x et sont donc de degré
inférieur ou égal & 1 en x. f est donc une fonction affine. Il existe donc deux nombres « et  tels que Vx € C, f(x) = ax+ 3.

Les égalités f(a) = (X —a)™ et f(b) = (X —b)™ fournissent { aa+f=(X—a)

ab+ B = (X—b)" et comme a # b, les formules de

CRAMER fournissent
1

XA = f(0) = B = =——(b(X — )" —a(X = b)").

Soit A € C.

1/n

A—a\" _a A
?\V&leurpropredeA:>xA(?\):0:>(A_b> = :ﬂﬁ

5l

Soient M le point du plan d’affixe A, A le point du plan d’affixe a et B le point du plan d’affixe b puis k = ’%‘
k est un réel strictement positif et distinct de 1. On peut donc poser I = bar(A(1),B(—k)) et ] = bar(A(1),B

A valeur propre de A = MA — kMB = MAZ? — kK2MB2 = 0 = (m _ kﬂ_B)) (1\—47\ + kﬂﬁ) —0

= (1 - ML+ KM =0= ML.MJ =0

= M est sur le cercle de diameétre [I, J] (cercles d’APPOLONIUS (de Perga)).

Exercice n° 15

1
1) Les hypotheses fournissent AU =U ou U = : et donc 1 est valeur propre de A.
1
X1
2) a) Soient A une valeur propre de A et X = E € My,1(C) un vecteur propre associé.
Xn

n n
AX=MX=Vie[l,n], Y ayx=M=Vie[l,n], A<D laglxl
j=1 j=1

n
= Vie [l,n], Ml < Z aij | Max{lx;l, 1 <j<n}
=1

= Vi € [1,n], x| < Max{lx;l, 1 <j <nh
On choisit alors pour 1 un indice 1o tel que [xi,| = Max{[x;], 1 <j < n}. Puisque X est non nul, on a [xj,| > 0. On obtient
Allxi,| < [xi,] et done [A| < 1 puisque [xi,| > 0.
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b) Plus précisément,

A= aig,iolIxiol = Z Qiy,jXj| < Z Qio,jxl < Z Aioj | Ixiol = (T — @ig,i0)Ixi |
j#to j#to j#to

et donc VA € SpA, |A — aiy,i,] < 1 — aiy,i, ce qui signifie que les valeurs propres de A appartiennent au disque de centre
ai,,i, et de rayon 1—ay, i,. Ce disque est tangent intérieurement au cercle de centre (1,0) et de rayon 1 en le point (1,0).

Exercice n° 16

Soit A € .#n(R). A est antisymétrique si et seulement si *A = —A. Dans ce cas

XA (X) = det(XI — A) = det (Y (XTI — A)) = det(XT + A) = (—1)"det(—XT — A) = (—1)"xa (—X).
Ainsi, XA a la parité de n.
Exercice n° 17

Soit f ’endomorphisme de R™ de matrice A dans la base canonique (ej,...,en) de R™. Vi € [1,n], f(ei) = en+1-1 et
donc Vi € [1,n], f*(e;) = ei. Donc f est une symétrie distincte de l'identité et en particulier SpA = {—1,1} et f est
diagonalisable. On en déduit que A est diagonalisable dans R.

Exercice n° 18

1) J™ =1. J annule le polynome X™ — 1 qui est a racines simples dans C et donc | est diagonalisable dans C.
Les valeurs propres de ] sont & choisir parmi les racines n-émes de 1 dans C. On pose w = e*'™/™. Vérifions que
vk € [0,n — 1], w* est valeur propre de J.

Soient k € [0,n — 1] et X = (xj)1<j<n un élément de .#y 1(C).

k k

X2 = W Xq X2 = WX _ .k

x3 = wkx, x3 = (wk)%x; r2—® 1?]2

X x o o o x3 = (W )%y

Xn = wkxn—] Xn = (wk)n_1X] Xn = ((Uk)n_1X

X1 = Wrxy, x1 = (W*)™xy n !
et donc

1
wk
k 5 (wk)z
JX = w*X & X € Vect(Uy) ou Uy =
(wk.)n—l

Donc Vk € [0,n — 1], w* est valeur propre de J. Les valeurs propres de ] sont les n racines n-émes de 1. Ces valeurs
propres sont toutes simples. Le sous espace propre associé & w*, 0 < k < n—1, est la droite vectorielle Dy = Vect(Uy).
Soit P la matrice de VANDERMONDE des racines n-émes de 'unité c’est-a-dire P = (w(J_1 )(k_”)ogj,kgnq puis

1—
D = diag(1, w,...,w™ '), alors on a déja vu que P~! = —P (planche 3, exercice n° 16) et on a
n

. . 1— .
J = PDP~! avec D = diag(w!)1<j<n, P = (@U-Dk1) et P71 = —P avec w = e2ir/m,

1<j,k<n
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Remarque. La seule connaissance de D suffit pour le 2).

2) Soit A la matrice de I’énoncé.
A=aol+ai]+a)?+..+an 1" "=Q(J) ot Q =ap+ arX+ ...+ an 1 X" .

D’aprés 1), A = P x Q(D) x P~! et donc A est semblable & la matrice diag(Q(1), Q(w),...,Q(w™")). Par suite, A a
méme déterminant que la matrice diag(Q(1), Q(w), ..., Q(w™1)). D’out la valeur du déterminant circulant de 1’énoncé :

ap a ... QaQpn—2 Qapn—1
An—1 Qo a1 an-—2

n—1 [n—1

Exercice n° 19

1) Soit 0 € Sy,.

det(Ps) = Z e(0)Por(1),1++-Por(n)yn = Z e(0")867(1),0(1) + - - 05 (n),0(n) = €(0),

o’ESn o’'ESn

car d47(1),0(1) -+ O’ (n),0(n) 205 Vie[l,n], o’/i)=0(i) &0’ =0.

Vo € Sy, det(Py) = ¢(0).

2) a) Soit (o, 0’) € SZ. Soit (i,j) € [1,n]?. Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice Py x Pys vaut

D Sie08k,07()-

k=1

Dans cette somme, si k # 0/(j), le terme correspondant est nul et quand k = ¢/(j), le terme correspondant vaut di,5(07(4))-
Finalement, le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice Py x Pyr vaut 8; 5(5(j)) qui est encore le coefficient ligne 1,
colonne j, de la matrice Pyog-.

V(G) G/) € 51217 Pcr X Pcr’ = Pcrocr'-

b) Montrons que G est un sous-groupe du groupe (GL, (R), x). G contient I, = P14 et d’autre part, G est contenu dans
GL,(R) d’aprés 1). G est stable pour x d’aprés 2) et pour le passage a I'inverse car pour tout o € Sy, (Pg)q =P, €G
(toujours d’aprés 2)). Donc

(G, x) est un sous-groupe de (GL, (R), x).

Soit 'application ¢ : (Sn,o) — (G, x) . @ est un morphisme de groupes d’aprés 2), surjectif par construction. De
o =  Pg
plus,

ocKer(p) &Py =1y &Vie[l,n], oi) =i& o =1dp .
Donc Ker(@) = {Id} puis @ est injectif et finalement ¢ est un isomorphisme du groupe (S, o) sur le groupe (G, x).

3) Le coefficient ligne i, colonne j, de la matrice AP, vaut

n
Z ai,kdk,0(j) = Ai,0(j)-
k=1

Par suite, si Cq,..., C,, désignent les colonnes de la matrice A, la matrice APy est la matrice dont les colonnes sont
Co(1)r -+ Con)-
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4) Commengons par trouver le polynome caractéristique de la matrice associée & un cycle ¢ de longueur { (2 < { < n).
Soit f. ’endomorphisme de E = R™ de matrice P. dans la base canonique de R™. Il existe une base de E dans laquelle la

Jo o Ogn—e
On—e,e In—e¢
donc (X — 1) X" —1) (voir n° 18).

matrice de f. est ) ol la matrice J; est la matrice du n°18. Le polynome caractéristique xp, de P. est

Soit maintenant o € S;;. On note fs I’endomorphisme de E = R™ de matrice P; dans la base canonique de R™. o se
décompose de maniére unique & ’ordre prés des facteurs en produit de cycles & supports disjoints, ces cycles commutant
deux a deux.

Posons donc 0 =cjo..ocp, p =1, otles ci, T <1< p,sont des cycles a supports disjoints, et notons ¢; la longueur du

o, 0 ... 0

cycle ¢i, 1 <1< p. [l existe une base de E dans laquelle la matrice de f est 0 R ounk=n—0—..—¢
: Jo, 0
0 0 I

est le nombre de points fixes de o.
Le polynéme caractéristique cherché est donc xp, = (X" —1)... (X% —1)(X = 1)t =~ On en déduit les valeurs
propres de Pg.

Exercice n° 20
P
Posons x¢ = H(X — A )% ol Aq,..., Ap sont les valeurs propres deux & deux distinctes de f.

Soit B = Ker(f —Acld)** (E| s’appelle le sous-espace caractéristique de f associé a la valeur propre Ay, 1 < k < p).
D’apreés le théoréme de décomposition des noyaux, E=E] & ...® E]’D. De plus, si fx est la restriction de f & E alors fy est
un endomorphisme de E;, (car f et (f —AxId)** commutent).

On note que (fx — A Id)** = 0 et donc Ay est 'unique valeur propre de fx car toute valeur propre de fy est racine du
polyndme annulateur (X — Ag)*x.

Existence de d et n. On définit d par ses restrictions dy aux Ej, 1 <k < p : dx est 'homothétie de rapport Ax. Puis
on définit n parn =f—d.

d est diagonalisable car toute base de E adaptée a la décomposition E=E] & ... & EI’) est une base de vecteurs propres de
d. De plus, f =d +n.

Soit ni la restriction de n a Ey. On a nix = fx — Acldg, et par définition de Ey, ny* = 0. Mais alors, si on pose
« = Max{a,...,ap}, on a ng¥ = 0 pour tout k de {1,...,p} et donc n* = 0. Ainsi, n est nilpotent. Enfin, pour tout
k € [1,p], nk commute avec dy car dy est une homothétie et donc nd = dn.

Unicité de d et n. Supposons que f = d + n avec d diagonalisable, n nilpotent et nd = dn.

d commute avec n et donc avec f car df = d?> + dn = d? + nd = fd. Mais alors, n = f — d commute également avec f.
d et n laissent donc stables les sous-espaces caractéristiques Ej, 1 < k < p de f. Pour k € [1,p], on note di et ng les
restrictions de d et n a Ej.

Soient k € [1,p] puis p une valeur propre de dy. D’aprés I'exercice n°7,
det(fx — uld) = det(dx — uld + n) = det(dx — uld) =0,

car dx — pld n’est pas inversible. On en déduit que fx — uld n’est pas inversible et donc que p est valeur propre de fy.
Puisque Ak est 'unique valeur propre de fy, on a donc n = Ak. Ainsi, Ay est 'unique valeur propre de dy et puisque dy
est diagonalisable (voir exercice n°36), on a nécessairement dy = AkIdE/k puis ny = i — AkIdEL. Ceci montre 'unicité de
detn.

Exercice n° 21

On cherche une matrice A de format 4 dont le polynome caractéristique est X* — 3X3 + X2 — 1. La matrice compagnon

00 0 1
10 0 0 . . . P

A = 01 0 — convient (voir planche 4, exercice n°15) et le théoréme de CAYLEY-HAMILTON montre que
001 3

A*—3A34+AZ_1, =0.
Exercice n° 22

Soit A la matrice de I’énoncé. detA est le produit des valeurs propres de A.
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e Sib=0, detA =a™.

e Sib #0,rg(A—(a—b)I) =1 ouencore dim(Ker(A — (a—b)I)) =n—1. Par suite, a—b est valeur propre d’ordre n —1
au moins. On obtient la valeur propre manquante A par la trace de A : (n—1)(a—b)+A =naet donc A =a+ (n—1)b.
Finalement detA = (a —b)™ (a4 (n — 1)b) ce qui reste vrai quand b = 0.

Exercice n° 23

A est de format 2 et donc, soit a deux valeurs propres distinctes et est dans ce cas diagonalisable dans C, soit a une valeur
propre double A non nulle car TrA = 2A # 0.

Dans ce dernier cas, A est diagonalisable et est donc est semblable a diag(A?,A?) = A?L. Par suite, A> = A?1. Ainsi, A
annule le polynome X —A% = (X—A)(X+A) qui est scindé sur R a racines simples. Dans ce cas aussi, A est diagonalisable.

Exercice n° 24

F(x)—F
1) Soit f € C°(R,R). Soit F une primitive de f sur R. Pour tout x € R*, on a (¢(f))(x) = w
F est continue sur R donc @(f) est continue sur R*. De plus, F étant dérivable en 0
. . F(x)—F(0
lim (o (F))(x) = tim "2 =FO _ b6y £0) = (0()(0).
28 78 x 0

Finalement @(f) est continue sur R. Ainsi, ¢ est une application de E dans E. La linéarité de @ est claire et finalement

o € Z(C°(R,R)).

X

2) Si f est dans Ker(¢) alors f(0) = 0 et pour tout x non nul, J f(t) dt = 0. Par dérivation on obtient Yx € R*, f(x) =0

0
ce qui reste vrai pour x = 0 et donc f = 0. Finalement Ker(¢@) ={0} et @ est injective.
@ n’est pas surjective car pour toute f € E, @(f) est de classe C! sur R*. Mais alors par exemple, I'application g : x + |[x—1]

est dans E mais n’est pas dans Im(¢).
@ est injective et n’est pas surjective. I

3) On cherche A € R et f continue sur R et non nulle telle que Vx € R, (@(f))(x) = Af(x). D’aprés la question précédente,
0 n’est pas valeur propre de @ et donc nécessairement A # 0.
Pour x = 0, nécessairement f(0) = Af(0) et donc ou bien A = 1 ou bien f(0) = 0.

] X
On doit avoir pour tout x € R*, f(x) = A_J f(t) dt. f est nécessairement dérivable sur R*. Pour tout x € R*, on a
X

0

X
J f(t) dt = Axf(x) et par dérivation, on obtient pour x € R*,
0

f(x) = A(xf’(x) + f(x)).
Soit I I'un des deux intervalles ] — oo, 0[ ou ]0, +ool.
, , A—1
Vx € I, f(x) =ANxf'(x) +f(x)) = v¥x eI, f'(x) + Tf(x) =0

(A—1)1n x| A—T1 (A—1)nix
B () 4 S

Vx €1
=vxele o

f(x) =0
Swxel, (|x|¥f)'(x) —0

=JKeR/Vxel, x'Tfx) =K=IKeR/Vxel, fx) =Kx|'*.

ler cas. Si A €] — oo, 0[U]1, +o00[ alors < 0 et donc lirr%) |7<|1A;A = +o00. La fonction x — K\X\I_XA ne peut donc étre
xX—

la restriction a I d’une fonction continue sur R que dans le cas K = 0. Ceci fournit f,_o o{ =0, f/j0,400f = 0 et f(0) =0
par continuité en 0. Donc f est nécessairement nulle et A n’est pas valeur propre de @ dans ce cas.
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2éme cas. Si A = 1, les restriction de f & ] — 0o, 0[ ou ]0, +oo[ sont constantes et donc, par continuité de f en 0, f est
constante sur R. Réciproquement, les fonctions constantes f vérifient bien @(f) = f. Ainsi, 1 est valeur propre de f et le
sous-espace propre associé est constitué des fonctions constantes.

1 .
Kixx Tsix>0

1 . T ainsi définie est bien
Ko(—x)x " 'six <0

3éme cas. Si A €]0, 1[, nécessairement 3(Kq,K3) € R?/ Vx € R, f(x) = {

continue sur R. Calculons alors ¢(f).
(@(f))(0) = f(0) = 0 puis si x > 0,

AK
x] XA = ?\K1x%_] = Af(x)

1(* _
(ol = 1 | Kit's de=
X Jo
et de méme si x < 0. Enfin, (@(f))(0) = 0 = Af(0). Finalement @(f) = Af. A est donc valeur propre de ¢ (K7 =Ky =1
fournit une fonction non nulle) et le sous-espace propre associé a A est de dimension 2. Une base de ce sous-espace est
LI .
N _f xxheix >0 [ O0six>0
(f1,f2) ou ¥x € R, f1(x) —{ 0six <0 et fa )—{ (—X)%fl Gix<0
Finalement

Sp(¢) =10, 1.

Exercice n° 25

Trouvons un polynéme scindé & racines simples annulant f.
Le polynome P = X(X —A)(X — ) = X3 — (A + w)X? + AuX est annulateur de f. En effet,

P(f) = — A+ wf* + Apf = (A — A+ A2 + AwA)u+ (0¥ — A+ wp? + Ap)p)v
=PA)u+P(pwv=0.

e Si A et 1 sont distincts et non nuls, P est un polynoéme scindé a racines simples annulateur de f et donc f est diagonalisable.
e SiA=pn =0, alors f =0 et donc f est diagonalisable.

e Si par exemple A # 0 et =0, f2 = A?u = Af et et le polynome P = X(X — A) est scindé a racines simples et annulateur
de f. Dans ce cas aussi f est diagonalisable.

e Enfin si A = u #0, f2 = A2 (u+v) = Af et de nouveau P = X(X — A) est scindé a racines simples et annulateur de f.

Dans tous les cas , f est diagonalisable .

Exercice n° 26

010
Posons N=| 0 0 1 |.OnaN?= E13 et N3 =0. Si X € .#5(C) est une matrice carrée vérifiant X? = N, alors
0 0 0

X® = 0. Donc X est nilpotente et, puisque X est de format 3, on sait que X3 = 0. Mais alors N? = X* = 0 ce qui n’est pas
. L’équation proposée n’a pas de solution.

Exercice n° 27

Montrons le résultat par récurrence sur n = dimk > 1.

e Sin =1, c’est clair.

e Soit n > 1. Supposons que deux endomorphismes d’un C-espace de dimension n qui commutent soient simultanément
trigonalisables.

Soient f et g deux endomorphismes d’un C-espace vectoriel de dimension n + 1 tels que fg = gf.

f et g ont au moins un vecteur propre en commun. En effet, f admet au moins une valeur propre A. Soit E, le sous-espace
propre de f associé & A. g commute avec f et donc laisse stable Ej. La restriction de g a E, est un endomorphisme de Ej,
qui est de dimension finie non nulle. Cette restriction admet donc une valeur propre et donc un vecteur propre. Ce vecteur
est un vecteur propre commun a f et g.

Commengons a construire une base de trigonalisation simultanée de f et g. Soit x un vecteur propre commun a f et g.
On compléte la famille libre (x) en une base & = (x,...) de E. Dans la base %, les matrices M et N de f et g s’écrivent

0 M] 0 N]
M et N7 commutent ou encore si f1 et g7 sont les endomorphismes de C™ de matrices My et N7 dans la base canonique
de C™, f1 et g7 commutent. Par hypothése de récurrence, f1 et g7 sont simultanément trigonalisables. Donc il existe une
matrice inversible Py de format n et deux matrices triangulaires supérieures Ty et T, de format n telles que PT] MiP1 =T,
et P! N:P; =T/.
1 1

. A
respectivement M = ( x > et N = < ho X ) ou My et N; sont de format n. Un calcul par blocs montre que
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1 0
0 P
P~ NP sont triangulaires supérieures.

Soit P = ( ) P est inversible de format n + 1 car detP = detP; # 0 et un calcul par blocs montre que P~"MP et

P est donc la matrice de passage de la base # a une base de trigonalisation simultanée de f et g.

Exercice n° 28

Soit (A1, ...,An) la famille des valeurs propres de A. On a donc xa = (X —A1)...(X—An).

XA (B) inversible & (B — A11)...(B — AnI) inversible
& Vk € [1,n], B— Al inversible (car det((B — A 1)...(B —AnI)) = det(B — A1) x ... x det(B — A, 1))
& Yk € [1,n], A n’est pas valeur propre de B
& SpANSpB = 2.

Exercice n° 29

Si P et x¢ sont premiers entre eux, d’apres le théoréme de BEZOUT, il existe deux polynomes U et V tels que UP+ Vxs = 1.
En prenant la valeur en f et puisque que x¢(f) = 0, on obtient P(f)oU(f) = U(f)oP(f) = Id. P(f) est donc un automorphisme
de E.

Réciproquement, si P et xf ne sont pas premiers entre eux, P et x¢ ont une racine commune A dans C. Soit A la matrice
de f dans une base donnée (si K n’est pas C l'utilisation de la matrice est indispensable). On a P(A) = (A — AI)Q(A)
pour un certain polynéme Q. La matrice A — Al n’est pas inversible car A est valeur propre de A et donc P(A) n’est pas
inversible (det(P(A)) = det(A — Al)detQ(A) = 0) puis P(f) n’est pas un automorphisme.

Exercice n° 30

rg(Mqpo—1I) =1,sia=b =0, 2 si 'un des deux nombres a ou b est nul et 'autre pas et 3 si a et b ne sont pas nuls.
Donc My, o n’est semblable & aucune des trois autres matrices et de méme pour My 7.

Il reste a savoir si les matrices My o et Mo, 1 sont semblables.

(M0 — )2 = (E12 + E2,3)2 =E13#0et (Mo,1 — 1)? = (E12+ E3,4)2 = 0. Donc les matrices My o et Mg 1 ne sont pas
semblables.

Exercice n° 31

Soit B la matrice de I'énoncé. rgB =1 et si A existe, nécessairement rgA =n — 1 (planche 3, exercice n° 18).

1
2
Une matrice de rang 1 admet 1’écriture générale U'V ou U et V sont des vecteurs colonnes non nuls. Ici U = . et
n
1
0
V=
0
Si A existe, A doit déja vérifier A'B = 'BA = 0 ou encore AV'U = 0 (1) et V'IUA = 0 (2). En multipliant les deux
membres de I'égalité (1) par U a droite puis en simplifiant par le réel non nul ‘UL = ||U||3, on obtient AV = 0. Ceci

montre que la premiére colonne de A est nulle (les n — 1 derniéres devant alors former une famille libre).
De méme, en multipliant les deux membres de 'égalité (2) par 'V a gauche, on obtient *UA = 0 et donc les colonnes
de la matrice A sont orthogonales a U (pour le produit scalaire usuel) ce qui invite franchement & considérer la matrice

o -2 ... ... —
0 1 o ... 0
A= qui convient.
S
0 0 1

Exercice n° 32

(Si les ay sont réels, la matrice A est symétrique réelle et les redoublants savent que la matrice A est diagonalisable.)
Si tous les ax, T <k <n—1, sont nuls la matrice A est diagonalisable car diagonale.

On suppose dorénavant que I'un au moins des ay, 1 < k <n —1, est non nul. Dans ce cas, rgA = 2.

0 est valeur propre d’ordre n — 2 au moins. Soient A et p les deux derniéres valeurs propres. On a
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n—1 n n—1
Atp=TrA=anet N2+ =Tr(A%)= ) af+ ) af=2) af+adl.
k=1 k=1 k=1

A u=an A u=an
1 n—1
A et 1 sont solutions du systéme e ui équivaut au systéme S).
K Y >\2+HZZZZQ]2<+Q-,21 qui eq Y )\H:—Zai (S)
k=1 k=1

On a alors les situations suivantes :

e Si A et u sont distincts et non nuls, A est diagonalisable car 'ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égale a
la dimension du sous-espace propre correspondant.

e Si A ou i est nul, A n’est pas diagonalisable car 'ordre de multiplicité de la valeur propre O est différent de n — 2, la
dimension du noyau de A.

e Si A =pn#0, A est diagonalisable si et seulement si rg(A — Al) = n — 2 mais on peut noter que si A n’est pas nul, on a
toujours rg(A — AI) =n — 1 en considérant la matrice extraite formée des n-1 premiéres lignes et colonnes.

En résumé, la matrice A est diagonalisable si et seulement si le systéme (S) admet deux solutions distinctes et non nulles.

n—I1
Mais A et p sont solutions du systéme (S) si et seulement si A et w sont les racines de ’équation (E) : X2 —an, X — Z ai =0.
k=1

n—1 n—1
Par suite, A est diagonalisable si et seulement si Z ai #0et A=aZ +4 Z aZ #0.
k=1 k=1

Exercice n° 33
X—1 -1 1
Dxa=| -1 X—-1 -1 =(X=1)X?=2X)+2—=X) = (2=X) =X(X=1)(X =2).
—1 -1 X-=1
On est dans le cas d’une matrice diagonalisable avec 3 valeurs propres simples.

Recherche des droites stables. Dans chacun des cas, les droites stables sont les droites engendrées par des vecteurs
propres. On obtient immédiatement les 3 droites stables : Eg = Vect(e;) ou e; = (1,—1,0), E; = Vect(ez) ot ex =
(1,—1,—1) et E; = Vect(e3) ot e3 = (0,1,1).

Recherche des plans stables. Soit P un plan stable par f. La restriction de f & P est un endomorphisme de P et on sait de
plus que le polynéme caractéristique de f,p divise celui de f. f/p est diagonalisable car f I’est car on dispose d'un polynéme
scindé a racines simples annulant f et donc f,p. On en déduit que P est engendré par deux vecteurs propres indépendants
de f,p qui sont encore vecteurs propres de f. On obtient trois plans stables : Py = Vect(ez,e3), P> = Vect(er,e3) et
P3 = Vect(eq, e2).

X-2 =2 —1
2y xa=| -1 X-=-3 -1 =(X=2)(X2 =X+ +(-2X+2)—-X=1)=X=-1DN((X=2)X=4)—-2—-1) =

—1 -2 X-=2

(X —1)(X? —6X +5) = (X —1)2(X —5). Puis E; est le plan d’équation x +2y +z =0 et E5 = Vect((1,1,1)).
On est toujours dans le cas diagonalisable mais avec une valeur propre double.

Les droites stables sont E5 = Vect((1,1,1)) et n’importe quelle droite contenue dans E;. Une telle droite est engendrée
par un vecteur de la forme (x,y,—x — 2y) avec (x,y) # (0,0).

Recherche des plans stables. Soit P un plan stable par f. f est diagonalisable et donc f,p est un endomorphisme
diagonalisable de P. Par suite, P est engendré par deux vecteurs propres indépendants de f. On retrouve le plan propre
de f d’équation x + 2y + z = 0 et les plans engendrés par (1,1,1) et un vecteur quelconque non nul du plan d’équation
X + 2y + z = 0. L’équation générale d’'un tel plan est (—a — 3b)x + (2a + 2b)y + (b — a)z = 0 ot (a, b) # (0,0).

3)

X—6 6 -5
xa=| 4 X+1 =10 [=(X—6)(X?—3X+56)—4(6X+6)—7(5X —55) = X> — 9X% + 15X + 25
-7 6 X-—4

= (X+1)(X* = 10X +25) = (X + 1)(X = 5)%.
E_; = Vect(10,15,4) et Es = Vect((1,1,1)). On est dans le cas ou A admet une valeur propre simple et une double mais
n’est pas diagonalisable. Les droites stables par f sont les deux droites propres.

Recherche des plans stables. Soit P un plan stable par f. Le polyndme caractéristique de f,p est unitaire et divise
celui de f. Ce polynome caractéristique est donc soit (X + 1)(X —5) soit (X —5)2.
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Dans le premier cas, f,p est diagonalisable et P est nécessairement le plan Vect((10,15,4)) 4+ Vect((1,1,1)) c’est-a-dire le
plan d’équation 11x — 6y — 5z = 0.

Dans le deuxieme cas, xr,, = (X— 5)? et 5 est I'unique valeur propre de f/p. Le théoréme de CAYLEY-HAMILTON montre
que (f/p— 51d)? = 0 et donc P est contenu dans Ker(f —5Id)?. Ker(f —5Id)? est le plan d’équation x = z qui est bien siir
stable par f car (f —5Id)? commute avec f.

Exercice n° 34

1 3 -7
Soit A= 2 6 —14 |. A est derang 1 et donc admet deux valeurs propres égales & 0 . TrA = 0 et donc la troisiéme
1 3 -7

valeur propre est encore 0. Donc xa = X3. A est nilpotente et le calcul donne A% = 0. Ainsi, si X est une matrice telle que
X? = A alors X est nilpotente et donc X3 = 0.

Reéduction de A. AZ = 0. Donc ImA C KerA. Soit e3 un vecteur non dans KerA puis e; = Aes. (ez2) est une base de
ImA que 'on compléte en (eq, e2) base de KerA.

(e1,e2,e3) est une base de .#3,1(C) car si ae; + be, +cez =0 alors A(ae; + be, + cez) = 0 c¢’est-a-dire ce; = 0 et donc
¢ =0. Puis a =b =0 car la famille (e, e2) est libre.

0 0 0
Si P est la matrice de passage de la base canonique de .#3 1(C) a la base (e, e2,e3) alors P"TAP=|[ 0 0 1 |.On
0 0 0
3 -7 0
voit peut prendre P=| —1 —14 0
o -7 1
Si X2 = A, X commute avec A et donc X laisse stable ImA et KerA. On en déduit que Xe, est colinéaire a e, et Xeq
a 0 d
est dans Vect(er,ez). Donc P~'XP est de la forme [ b ¢ e |.De plus, X est nilpotente de polynome caractéristique
0 0 f
0 0 b
(A—a)(A—c)(A—f). On a donc nécessairement a =c=f=0. P"'XP est de laforme | a 0 ¢
0 0 0
00 b\’ 00 0
Enfin, X>=A& | a 0 ¢ = 0 0 1 Sab=1.
0 0 0 0 0 0
1
0 0 —
Les matrices X solutions sont les matrices de la forme P a 0 ‘S P! ol a est non nul et b quelconque.
0 0 O
1 4 -7 0
On trouve P~ = 10 -1 -3 0 puis
—7 =21 49
1
1 3 -7 0 ) 0 0 2 14 -7 0
X=—| -1 =14 0 -1 -3 0
49 a 0 D
o -7 1 00 0 —7 =21 49
3
—7 0 —-=7b
1 ¢ a 14 -7 0
= 1 -1 =3 0
—14a 0 ———14b
49 “ a —7 21 49
—7a 0 —7b
—2a—i+b a—i+3b é—7b
7 7a a
= —4a+l+2b 2a—|—i+6b 1 | (@p)ecC xC
7a 7a
—2a+b a+3b —7b
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Exercice n° 35

10 —1
Soit A= 1 2 1
2 2 3
X—=1 0 1
xa=| -1 X=2 =1 |=X=1)(X>=5X+4)+(2X—-2)=(X—1)(X?> =5X+4+2) = (X—1)(X—2)(X—3).
-2 -2 X-=3

A est a valeurs propres réelles et simples. A est diagonalisable dans R et les sous-espaces propres sont des droites.
Si M est une matrice qui commute avec A, M laisse stable ces droites et donc si P est une matrice inversible telle que
P~ AP soit diagonale alors la matrice P~"MP est diagonale. Réciproquement une telle matrice commute avec A.

C(A) ={Pdiag(a,b,c)P~', (a,b,c) € C3}.

a—c
2b—c —a+2b—c
On trouve C(A) = “b+c a—-b+c (—atc)2 | (a,b,c) € C3 3. On peut vérifier que C(A) = Vect(I, A, A?).
2c —2b —2b+c c

Exercice n° 36

F est stable par f et donc f/r est un endomorphisme de F. f est diagonalisable et donc il existe un polynéme P, scindé
a racines simples, tel que P(f) = 0. Mais alors P(f,f) = 0 et on a trouvé un polynome scindé sur K a racines simples
annulateur de f,r. Donc f ; est diagonalisable.

Exercice n° 37

Soit P = X3 4+X? 4+ X = X(X—j)(X—j?). P est a racines simples dans C et annulateur de A. Donc A est diagonalisable dans
C et ses valeurs propres sont & choisir dans {0, j,j2}. Le polynéme caractéristique de A est de la forme X*(X —3)B (X —j2)Y
avec o« + B +v = n. De plus, A est réelle et on sait que j et j2 =j ont méme ordre de multiplicité ou encore y = p.
Puisque A est diagonalisable, I’ordre de multiplicité de chaque valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre
correspondant et donc

rg(A) =n —dim(KerA) =n — « = 2.

On a montré que rgA est un entier pair.
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